Απαντήσεις 3ου θέματος Μαθηματικών Κατεύθυνσης Γ΄ Λυκείου 27-5-2006

B. Απάντηση:
Β1.
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Άρα οι τρεις αυτοί μιγαδικοί βρίσκονται σε κύκλο με κέντρο (0, 0) και ακτίνα R = 1. 

Β2.
Έστω: 
[image: image2.wmf]111222333
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τα σημεία που παριστούν τους τρεις μιγαδικούς στο μιγαδικό επίπεδο. Αν θεωρήσουμε τα διανύσματα: 
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 με 
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. Παίρνουμε το άθροισμα 2 εξ αυτών: 
[image: image5.wmf]124
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. Όμως είναι: 
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, άρα: 
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. Συνεπώς και το σημείο: 
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 βρίσκεται στον ίδιο κύκλο. Άρα το σχήμα: 
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 (που είναι ρόμβος αφού 
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) θα έχει τη μία διαγώνιό του ίση με την κάθε πλευρά του. Αυτό σημαίνει ότι τα τρίγωνα: 
[image: image12.wmf]41

0

MM

 και 
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 είναι ισόπλευρα, άρα οι γωνίες: 
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, άρα:
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. Επειδή πρέπει να είναι και το 
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, άρα: 
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 θα είναι και οι γωνίες: 
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 γιατί:  
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. Άρα τα σημεία 
[image: image22.wmf]111222333
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 βρίσκονται σε κορυφές ισοπλεύρου τριγώνου, αφού είναι ίσες οι χορδές του κύκλου: 
[image: image23.wmf]122331
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, διότι οι αντίστοιχες επίκεντρες γωνίες είναι ίσες μεταξύ τους και μάλιστα ίσες με 
[image: image24.wmf]120
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Α. 

Α1.

Είναι:
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Α2.

Α2.1.

Είναι:
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Α2.2.
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1η άσκηση

Αν για τους μιγαδικούς: 
[image: image28.wmf]123
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 ισχύουν οι σχέσεις: 
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, να αποδειχθούν οι σχέσεις: 
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Απάντηση:


1. Έστω: 
[image: image31.wmf]111222333
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Επίσης: 
[image: image33.wmf](
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 και άρα: 
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Όμως: 
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Άρα: 
[image: image36.wmf](
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2. 
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  και άρα:
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3, 4. Προσθέτοντας κατά μέλη τις τρεις προηγούμενες σχέσεις έχουμε: 
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Επίσης: 
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2η άσκηση

Γενικότερα να αποδειχθεί ότι στο μιγαδικό επίπεδο: 

1. Ο συζυγής (
[image: image41.wmf]z

) ενός μιγαδικού (z) παρίσταται με ένα διάνυσμα συμμετρικό ως προς τον άξονα των πραγματικών αριθμών σε σχέση με το διάνυσμα με το οποίο παρίσταται ο μιγαδικός z. 

2. Ο αντίστροφος 
[image: image42.wmf]1
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 ενός μιγαδικού z παρίσταται με ένα διάνυσμα ίδιας κατεύθυνσης με το διάνυσμα με το οποίο παρίσταται ο συζυγής (
[image: image43.wmf]z

) του μιγαδικού (z), αλλά μέτρου ίσου με το αντίστροφο του μέτρου του μιγαδικού z (ή και του μέτρου του συζυγούς (
[image: image44.wmf]z

), το οποίο ισούται με το μέτρο του z). 
3. Το τετράγωνο: z2 ενός μιγαδικού z παρίσταται με ένα διάνυσμα που έχει μέτρο ίσο με το τετράγωνο του μέτρου του z και σχηματίζει γωνία με το διάνυσμα του z ίση με τη γωνία που σχηματίζει το διάνυσμα του z με τον άξονα των πραγματικών αριθμών. Ομοίως ο z3 ενός μιγαδικού z παρίσταται με ένα διάνυσμα που έχει μέτρο ίσο με τον κύβο (τρίτη δύναμη) του μέτρου του z και σχηματίζει γωνία με το διάνυσμα του z ίση με το διπλάσιο της γωνίας που σχηματίζει το διάνυσμα του z με τον άξονα των πραγματικών αριθμών. Ομοίως ο zν ενός μιγαδικού z παρίσταται με ένα διάνυσμα που έχει μέτρο ίσο με τη νυοστή δύναμη του μέτρου του z και σχηματίζει γωνία με τον άξονα των πραγματικών αριθμών ίση με το νυπλάσιο της γωνίας που σχηματίζει το διάνυσμα του z με τον άξονα των πραγματικών αριθμών.
4. Το γινόμενο δύο μιγαδικών αριθμών παρίσταται με ένα διάνυσμα που έχει μέτρο ίσο με το γινόμενο των μέτρων τους και σχηματίζει γωνία με τον άξονα των πραγματικών αριθμών ίση με το άθροισμα των γωνιών που σχηματίζουν οι αρχικοί μιγαδικοί (με τον ίδιο άξονα).

Απαντήσεις:
1. Προφανώς αν 
[image: image45.wmf]zxyi

=+

, άρα: 
[image: image46.wmf]z
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, άρα ο συζυγής (
[image: image49.wmf]z

) ενός μιγαδικού (z) παρίσταται με ένα διάνυσμα συμμετρικό ως προς τον άξονα των πραγματικών αριθμών σε σχέση με το διάνυσμα με το οποίο παρίσταται ο μιγαδικός z.

2. Είναι: 
[image: image50.wmf]22
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 και 
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3. Είναι: 
[image: image53.wmf](
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. Επίσης: 
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άρα: 
[image: image56.wmf]22
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Με όμοιο τρόπο αποδεικνύεται: 
[image: image57.wmf]3
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 (πιο εύκολα με τη χρήση του επόμενου ερωτήματος).
4. Είναι: 
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. Επίσης: 
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3η άσκηση
Στην προηγούμενη άσκηση να αποδειχθεί ότι οι μιγαδικοί 
[image: image63.wmf]123
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 σχηματίζουν στο μιγαδικό επίπεδο τρία διανύσματα (ίσου φυσικά μέτρου) τα οποία έχουν μεταξύ τους γωνίες 120(. Να αποδειχθεί το ίδιο και για τους μιγαδικούς: 
[image: image64.wmf]123
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Απάντηση:

Ισχύει: 
[image: image65.wmf]123231
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, άρα το (διανυσματικό) άθροισμα των δύο μιγαδικών είναι μιγαδικός αριθμός αντίθετος του τρίτου. Βρίσκοντας στο μιγαδικό επίπεδο το άθροισμα των δύο (από τους τρεις) μιγαδικών θα δημιουργηθεί ένας ρόμβος (αφού τα μέτρα = μήκη των δύο μιγαδικών είναι ίσα). Επειδή και το άθροισμά τους έχει το ίδιο μήκος με το μήκος του κάθε ενός μιγαδικού, δημιουργούνται δύο ισόπλευρα τρίγωνα και άρα η γωνία μεταξύ των δύο μιγαδικών είναι 60( + 60( = 120(. Αυτό συνέβη στους δύο τυχαίους (από τους τρεις) μιγαδικούς αριθμούς, άρα κάθε γωνία μεταξύ τους είναι 120(.


Το ίδιο ισχύει και για τους: 
[image: image66.wmf]123
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Επίσης, σύμφωνα με την απόδειξη του δεύτερου ερωτήματος της προηγούμενης άσκησης, έχουμε μεταξύ των 
[image: image68.wmf]123
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 γωνίες ίσες με 120(, γιατί ο αντίστροφος κάθε μιγαδικού αριθμού στο μιγαδικό επίπεδο είναι συμμετρικό διάνυσμα ως προς τον άξονα των πραγματικών αριθμών, άρα διατηρείται η αρχική γωνία μεταξύ των δύο διανυσμάτων (για παράδειγμα: έστω ότι το διάνυσμα του 
[image: image69.wmf]1
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 ότι σχηματίζει γωνία φ με τον άξονα των πραγματικών αριθμών και ο 
[image: image70.wmf]2
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σχηματίζει γωνία (120( + φ), τότε ο 
[image: image71.wmf]1
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 σχηματίζει γωνία ίση με: -φ και ο 
[image: image72.wmf]2
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 γωνία: -(120( + φ), άρα διαφορά πάλι {-φ – [-(120( + φ)]} = 120( (θα μπορούσαμε τη μια γωνία να τη θεωρούσαμε (360( - φ) και την άλλη [360( -(120( + φ)] = 240( - φ, οπότε πάλι η διαφορά είναι: (360( - φ) – (240( - φ) = 120(. 
4η άσκηση

Αν για τους μιγαδικούς: 
[image: image73.wmf]123
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 ισχύουν οι σχέσεις: 
[image: image74.wmf]123123
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, να βρεθούν οι μιγαδικοί: 
[image: image75.wmf]33
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Απάντηση:
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. Επίσης: 
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. Άρα οι μιγαδικοί: 
[image: image78.wmf]11
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 έχουν άθροισμα -1 και γινόμενο ίσο με 1. Συνεπώς είναι ρίζες της εξίσωσης: 
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23

13

,

2

zz

i

zz

-±

=

. Όμοια και οι υπόλοιποι ζητούμενοι μιγαδικοί ισούνται με: 
[image: image81.wmf]13
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5η άσκηση

Αν για τους μιγαδικούς: 
[image: image83.wmf]123
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 ισχύουν οι σχέσεις:
[image: image84.wmf]123
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 να αποδειχθεί η σχέση: 
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Απάντηση:
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